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!
=>%$5".(# ?@A /.**.: /1.& #'55"() px− cx− sf = x[σ/(σ− 1)− 1]c− sf = 0<  !"# 1'3*$-'# 5!' B'1.C31.05
-.(7"5".( /.%(7 "( -.(6'(5".($* &.7'*# ./ &.(.3.*"#5"- -.&3'5"5".(<
P
 !  "# $%& !" #"$ %&$%#! '%("#! )"*#$+( '"+!%+,- $.%( /+% '( )!'(* 0# ,)"1%2 3.% %&$%+#/4
#/$*+% "5 ,)/4% %)"#"60%, 0# 1+"!*)$0"# $/,7, 0, )"#,0,$%#$ 80$. $.% /,,*61$0"# "5 1%+5%)$
)"61%$0$0"# 05 $.% 0#,$0$*$0"#/4 %#90+"#6%#$ 6%/#, $./$ 0#!090!*/4 $/,7, /+% 1%+5"+6%! /$
/+6, 4%#:$. $.+"*:. 6/+7%$ $+/#,/)$0"#,2
;% !" #"$ /,,*6% /#( )",$ /,(66%$+( '%$8%%# "+:/#0</$0"#/4 6"!%, "5 $/,7 1%+5"+6/#)%
/, ,*). '*$ 8% +%=*0+% /#( %=*040'+0*6 $" '% 1+""5 /:/0#,$ >+6,? $%61$/$0"# $" )/1$*+%
%#$0+% @$/,7 6/+7%$,A '( "B%+0#: )"#$+/)$%! $/,7 1%+5"+6/#)% $" /44 >+6, %0$.%+ !"6%,$0)/44(
"+ 8"+4!80!%2 ;.%# )"#$%614/$0#: ,*). @!%90/$0"#A >+6, /+% /,,*6%! $" 1*+,*% C%+$+/#!
1+0)% ,%$$0#: ,$+/$%:0%, 8.0). 8% ,./44 !%,)+0'% 0# 6"+% !%$/04 '%4"82 D%#)% $.% $+/!0#:
%=*040'+0/ !%+09%! '%4"8 /+% #"$ 1%+5%)$ )"61%$0$0"# %=*040'+0/ /, 0# $.% )/#"#0)/4 6"!%4
"5 %&$%+#/4 ,)/4% %)"#"60%,2 E, 8% ,./44 ,%% 5"+ $.0, +%/,"# $.%( /4," 0#9"49% 6*). 4%,,
0#!%$%+60#/)( "5 $.% $+/!% 1/$$%+#2
 !
;% #"8 !%>#% c̃(w) /, $.% *#0$ )",$ 5*#)$0"# 5"+ / >#/4 :""! $./$ /+0,%, 5"+ / >+6 .%/!F
=*/+$%+%! 0# $.% ."6% )"*#$+( 05 $+/!% 0, 1",,0'4% "#4( 5"+ $'(* +!!,- /#! /#/4":"*,4( 5"+
c̃∗(w∗)2 ;% *,% z(i) $" !%#"$% $.% /6"*#$ "5 $/,7 i $./$ #%%!, $" '% 1%+5"+6%! 1%+ *#0$ "5
/ >#/4 :""!2 G"+ ,06140)0$( 8% /,,*6% $./$ z(i) 0, *#05"+6 /)+",, $.% %#$0+% +/#:% "5 i ,*).
$./$ [z(i)]1−θ = z2 H"+%"9%+ 8% /,,*6% $./$ $.% %#$0+% /6"*#$ "5 /44 $/,7, +%=*0+%! 1%+ *#0$
"5 $.% >#/4 :""! 0, "5 6%/,*+% I 6%/#0#:
∫ 1
0 z!i = 12 3.0, 4%/!, $"
c̃(w) = w/A(nx) /#! c̃∗(w∗) = w∗/A(n∗x∗) JKL
M09%# $.%,% /,,*61$0"#, w/A(nx) /#! w∗/A(n∗x∗) 6/( /4," '% 0#$%+1+%$%! /, $.% )",$ "5
1%+5"+60#: / *#0$ "5 /#( $/,7 +%,1%)$09%4( 0# $.% ."6% /#! $.% 5"+%0:# %)"#"6(2








8.%+%'( $.% ,%)"#! %=*/40$( 0# %/). 40#% 5"44"8, 5+"6 $.% /'"9% /,,*61$0"# "5 %&$%+#/4 ,)/4%
 !
 !! "#$%%&'( ) *$%%+,-'(%.!#/ 01232'4 5$# ' /!(!#'6 7#!'7&!(7 $5 7#'8+(/ !9:+6+.#+' ;+7< !=7!#('6 %>'6!




()""&%#* +) ,"- %*# ./* -/+ /& "0- #0$1-/%- 2 w∗ = 12 . "3+/%# +) ,"- %*#





M∗ (σ − 1)
678
9%: # w∗ = 12 +) )"$ ./* %& *": -# ; 3< !"$$";%+< $/-= + !4 /-%#* 6>82 .)%!) 4 /;&
+" w = (x/x∗)−1/σ(xn)θ(x∗n∗)−θ = (x/x∗)θ−1/σ(n/n∗)θ' ?/=%#* %#+" /!!"0#+  @0%4%3-%0$ ,"-









B03&+%+0+%#* 3/!= *%: & s = w(nx)1−θ
/












?)%& .%44 3 "0- $ /&0- ", .%+)%#E!"0#+-< %# @0/4%+< %# +) &03& @0 #+ /#/4<&%&' F# /;;%+%"#2
. 4""= /+ !-"&&E!"0#+-< %# @0/4%+< %# + -$& ", %#!"$ 5 - ) /; %# +) )"$ 2 - 4/+%: +" +) 











.) - θM = M/(M + L) %& +) &)/- ", $/#/* -& %# +) )"$  !"#"$<2 /#;  @0%:/4 #+4< ,"-
/44 "+) - &)/- &'
 !"# #$#%&' I) # 4""=%#* /+ &%J  K !+&2 . :/-< +) ": -/44 5"504/+%"# ", "# !"0#+-<
=  5%#* +) "+) - !"0#+-<L& 5"504/+%"# !"#&+/#+' M $ $3 - +)/+ +) +." +<5 & ", 4/3"-
/- %# ;%K - #+ 5"&%+%"#& .%+) - &5 !+ +"  !"#"$% & ", &!/4 ' ?) &!/4  K !+ ,-"$ +) NO ;
  
 ! "# $%&'($# )*&!' $*"+!"+, *-! !'(! !'%#% #.(/% %.*+*0"%# !* +*! !&(+#/(!% "+!* #.(/% %.*+*0"%# *+ !'%
1+(/ ,**2# /%3%/4 5"+(/ ,**2# $&*2-.%&# 2* +*! (.! -+2%& !'% 6%/"%7 !'(! "+.&%(#"+, !'%"& *-!$-! /*)%&# 0(&,"+(/
.*#! *+ (..*-+! *7 ( /(&,%& !(#8 $%&7*&0(+.%4 9'%: !(8% 0(&,"+(/ .*#! c (+2 c∗ (# ,"3%+ $(&(0%!&".(//:4
GG
 !"!#$%&!' &"()* &+ &"*$%"!' *, -% + (%,.)/&"# -"!' #,,.+0 12&'$ *2$ +/!'$ $/,", &$+ &"
(%,.)/*&," *!+3+ !%$ $4*$%"!' *, -% + &" (%,.)/*&," ,5 /$%*!&" *!+3+6 72&+ 5)".! $"*!'
!+8  $*%8 ",*1&*2+*!".&"#0 *2$ 9$"$-* 5%, ! 9!'!"/$. &"/%$!+$ &" ! /,)"*%8:+ '!9,% 5,%/$
*%&/3'$+ .,1" &" $;)!' (%,(,%*&,"+ *, 9,*2 *8($+ ,5 '!9,%6 72&+ &+ +$$" 5,% *2$ 2, $ !".
5,%$&#" $/,", 8 5%, <=> !". <?>0 %$+($/*&@$'86 72$  !"!#$%&!' 1!#$ (%$ &) &+ &".$($".$"*
,5 /,)"*%8 +&A$ !". .$($".+ ,"'8 ," %$'!*&@$ $".,1 $"*+6 B /%,++ /,)"*%8 /, (!%&+," ,5













72$ -%+* *$% &+ ! "$#!*&@$ *$% + ,5 *%!.$ $E$/*6 F@$" *2,)#2 9,*2 5!/*,%+ #%,1 !* *2$ +! $
%!*$0 ,)*()* ,5 $!/2 @!%&$*8 &"/%$!+$+ .)$ *, *2$ $/,", &$+ ,5 +/!'$6 72$ 2&#2$% ,)*()* &+
!9+,%9$. 98 /,"+) $%+ ,"'8 &5 !//, (!"&$. 98 ! .$/'&"$ &" *2$ %$'!*&@$ (%&/$ ,5 *2$ ., $+*&/
@!%&$*&$+6 72$ +$/,". *$% &+ *2$ .&%$/* $E$/* ," (%,.)/*&@&*80 12&/2 &+ /'$!%'8 (,+&*&@$ !".
'!%#$% *2!" *2$ -%+* *$% 6 72$ 2, $ $/,", 8 *2$%$5,%$ )"! 9&#),)+'8 #!&"+ 5%, 9!'!"/$.
#%,1*2 ,5 *2$ '!9,% 5,%/$6
 !"#!$%&%!' ()(*&+ G,"+&.$%&"# !" )"9!'!"/$. #%,1*2 ,5 *2$ '!9,% 5,%/$ 1$ +$$ *2!*
*2$  !"!#$%&!' 1!#$ (%$ &) .$/%$!+$+ 1&*2 !" &"/%$!+$ &" *2$ $".,1 $"* ,5  !"!#$%+
ŝ/w = −M̂ 6 72$ &"*)&*&," &+ +*%!&#2*5,%1!%.6 H,%$  !"!#$%+ %!&+$ *2$ ") 9$% ,5 2, $ -% +
!* *2$ $4($"+$ ,5 ',1$% -% ,)*()*6 B" &"/%$!+$. +/!%/&*8 ,5 $!/2 2, $ @!%&$*80 %$'!*&@$ *,
5,%$&#" @!%&$*&$+0 & ('&$+ *2!* $!/2 2, $ -% /2!%#$+ ! 2&#2$% (%&/$ !".0 *2)+0 (!8+ ! 2&#2$%
1!#$ *, &*+ (%,.)/*&," 1,%3$%+6 7, +)  !%&A$0 ! '!%#$% $".,1 $"* ,5  !"!#$%+ 2!+ ! "$#!*&@$
,1"I$E$/* !". ! (,+&*&@$ /%,++I$E$/* ," 1!#$+6 J8 /, ('$*$ !"!',#80 1$ 2!@$ ŝ/w = L̂6 K"
*2$ ,*2$% 2!".0 12&'$ (%,.)/*&," 1,%3$%+ /'$!%'8 ',+$ %$'!*&@$ *,  !"!#$%+0 *2$8  &#2* +*&''
#!&" &" !9+,')*$ *$% +0 &5 +/!'$ $/,", &$+ !%$ +)L/&$"*'8 +*%,"# !". +)9+*&*)*!9&'&*8 9$*1$$"
@!%&$*&$+ &+ +)L/&$"*'8 2&#2M +$$ <N>6








 !"#$ $%#& '()$*+!# ,-) -$'.#$* !+* (.+/.+0 )%-1$+ #2$%-!"3 !)/2!$* % &!3&$- /-!#$ (4 '()$*5
+!# 6%-!$+!$*0 '$/$"'!"3 (" +&$ $2%*+!#!+7 (4 *.8*+!+.+!("9 :&!* #("*+!+.+$* % +$-)* (4 +-%'$
!)/-(6$)$"+ ;&!#& ;(-1* %3%!"*+ +&$ 4(-$!3" $#("()79 <+ +&$ *%)$ +!)$0 $%#& )%"%3$- "(;
$)/2(7* 2$** ;(-1$-*0 ;&!#& -$'.#$* &$- *%2%-7 !" +$-)* (4 % -$*!'.%2 #2%!)9 :&!* ;(-1* %3%!"*+
'()$*+!# !"#()$ /$- &$%'0 !" 2!"$ ;!+& +&$ *&%-$ (4 )%"%3$-* !" +&$ '()$*+!# 2%8(- 4(-#$9 <










:&$ ,-*+ +$-) %3%!" !"'!#%+$* % +$-)* (4 +-%'$ $B$#+0 ;&!#& !* "$3%+!6$ '.$ +( &!3&$- (.+/.+
/$- ,-)0 %"' ;&!#& !* -$!"4(-#$' 87 % &!3&$- /-('.#+!6!+7 '.$ +( $C+$-"%2 *#%2$ $#("()!$*9 :&$
"$3%+!6$ $B$#+ (" +&$ +$-)* (4 +-%'$ !* "(; )(-$ /-("(."#$' +&%" !" +&$ #%*$ (4 *7))$+-!#
#&%"3$*0 *!"#$ +&$ ".)8$- (4 6%-!$+!$* -$)%!"* #("*+%"+9 :&$ *$#("' +$-) #%/+.-$* +&$ !"#()$
$B$#+ '$-!6$' 4-() &!3&$- /-('.#+!6!+70 ;&!#& '()!"%+$* +&$ +$-)* (4 +-%'$0 /-(6!'$' +&$
'$3-$$ (4 -$+.-"* +( *#%2$ !* *.D#!$"+27 2%-3$E θ > 1/σ9 :&$ ,"%2 +$-) !* -$%'!27 !"+$-/-$+$'
%* +&$ $B$#+ (" )%"%3$-*F *%2%-7 ;&!#& "(; !* /(*!+!6$0 *!"#$ $%#& )%"%3$- $)/2(7* )(-$
/-('.#+!(" ;(-1$-*9 =$ *.))%-!G$ +&$*$ ,"'!"3* !" +;( /-(/(*!+!("* %* 4(22(;*E
 !"#"$%&%"' ( >*7))$+-!# $"'(;)$"+ #&%"3$*A)  !"#$%&'( &#)%'*(&#+ &# (&,'- .&$/ $/' 0*1!%
2!%)' )!34!(&$&!# "#)/*#+'5- '64'%&'#)' * %&(' &# $/'&% &#)!3' 4'% )*4&$* %'0*$&7' $! $/' %'($
!2 $/' .!%058 9 #'+*$&7' $'%3( !2 $%*5' ':')$ &( 5!3&#*$'5 1; * 4!(&$&7' 4%!5")$&7&$; ':')$
2%!3 '6$'%#*0 ')!#!3&'( !2 ()*0' &# 4%!5")$&!#<0*1!%8
 !"#"$%&%"' * >%*7))$+-!# $"'(;)$"+ #&%"3$*A) 9# *(;33'$%&) '#5!.3'#$ &#)%'*(' *5<
5&$&!#*00; '#$*&0( * 0*1!% 2!%)' )!34!(&$&!# ':')$8 =$ &( 4!(&$&7' &2 3*#*+'%( )*# '340!; *
/&+/'% #"31'% !2 4%!5")$&!# .!%>'%( *#5 #'+*$&7' &# $/' !44!(&$' )*('- ./'%'1; $/' ($%'#+$/
!2 $/' )!34!(&$&!# ':')$ 5'4'#5( !# $/' &#&$&*0 5'+%'' !2 *(;33'$%;8 *? @!% *# &#)%'*(' &#
4%!5")$&!#<0*1!%- $/' $'%3( !2 $%*5' ':')$ &( #'+*$&7' *#5 #''5 #!$ 1' 5!3&#*$'5 1; * 4!(&$&7'
4%!5")$&7&$; ':')$8 1? @!% *# &#)%'*(' &# 3*#*+'%&*0 0*1!%- $/' $'%3( !2 $%*5' ':')$ &( 4!(&$&7'8
A/' 4%!5")$&7&$; ':')$ 7*#&(/'(8 =# '&$/'% )*(' $/' !7'%*00 ':')$ &( *31&+"!"(8
<22 (4 +&$*$ %'0*$&7' .*+' $B$#+* )%7 8$ !"+$-/-$+$' %* %'0*$&7' .'02*%' $B$#+* 4(- +&$
-$*/$#+!6$ 3-(./ (4 ;(-1$-*0 /-(6!'$' +&%+ +-%'$ !" ,"%2 3(('* !* 4-$$ %"' #(*+2$**0 %* %**.)$'9
?@
 !"#$%&'# (" )!*+ ,!$"*'(&# *+&" -./ (0&"*(,.1 -'(,&# 2!' 3".1 4!!0#5 ."0 *+&/ .1#! 2.,& *+&
#.%& 0&4'&& !2 6.'(&*/7 8!9&6&'5 !"& "&&0# *! )& ,.$*(!$# 9+&" ,!"#(0&'("4 .)#!1$*& 1&6&1# !2
 !"# 9.4&#7 :9! .00(*(!".1 ,+.""&1# "&&0 *! )& *.;&" ("*! .,,!$"* 2!' '&.1 9.4&#7 :+& 3'#*
(# . ,+."4& (" 6.'(&*/ *+.* 2!11!9# 2'!% ."/ ,+."4& (" . ,!$"*'/<# &"0!9%&"* !2 %.".4&'#=
#&& *+& %.".4&'(.1 1.)!' %.';&* &>$(1()'($% ,!"0(*(!" ?@A .)!6&7 B(*+ C1!6& 2!' 6.'(&*/D5
#$,+ ,+."4&# .'& !2 0('&,* '&1&6.",& 2!' '&.1 9.4&#7 :+& #&,!"0 ,+.""&1 '$"# *+'!$4+ 3".1
4!!0# -'(,&#5 9+(,+ .'& '&1.*&0 *! %.'4(".1 ,!#* *+'!$4+ . ,!"#*."* %.';$-7 E'!% ?FA ."0
?GA5 %.'4(".1 ,!#*# (" *+& +!%& ."0 *+& 2!'&(4" &,!"!%/ .'& '&1.*&0 *! &"0!9%&"* ,+."4&#
.,,!'0("4 *!
̂̃c = ŵ − θL̂/(1− θ) ."0 ̂̃c∗ = −θL̂∗/(1− θ) ?@FA
H.#&0 !" *+&#& ,!"#(0&'.*(!"#5 (* (# '&1.*(6&1/ #*'.(4+*2!'9.'0 *! &I*&"0 *+& .)!6& .".1/#(#
*! '&.1 9.4&#7 E!' ("#*.",&5 $#("4 *! 0&"!*& *+& &I.,* -'(,& ("0&I 0$.1 *! !$' ?#/%%&*'(,A




5 ."0 wr := w/P *! 0&"!*& *+&































(σ − 1 + γ) L̂ ?@NA
O" *+&#& &>$.*(!"#5 *+& *&'% γ := M (p/P )1−σ > 0 (# &>$.1 *! *+& #+.'& !2 . 0!%&#*(,
%.".4&'<# (",!%& *+.* (# #-&"* !" 0!%&#*(, 6.'(&*(&#7 B& ,!",1$0& *+.* *+& &P&,* !" *+& !9"
'&%$"&'.*(!" .'& 4&"&'.11/ $".%)(4$!$#5 9+(1& *+& ,'!## &P&,*# .'& .19./# $".%)(4$!$#1/
-!#(*(6&7 E!' &I.%-1&5 . -'!0$,*(!" 9!';&' 9(11 &I-&'(&",& . 9&12.'& (",'&.#& 4(6&" ." (",'&.#&
(" L (2 ."0 !"1/ (2 6.'(&*(&# .'& ,1!#& &"!$4+ #$)#*(*$*&#5 %&."("4 *+.* *+& *&'%# !2 *'.0& &P&,*
2'!% . 1.'4&' 0!%&#*(, 9!'; 2!',& (# 1!95 9+(1& *+& 0&4'&& !2 #,.1& &,!"!%(&# (# #$Q,(&"*1/
1.'4&7 R #$Q,(&"* ,!"0(*(!" (# *+.* θ > (1−γ/σ)/σ= "!*(,& *+.* γ/σ < 17 :+& ,!''&#-!"0("4
,!"0(*(!" 2!' *+& '&.1 (",!%& !2 . 0!%&#*(, %.".4&' (# γ > (σ − 1)27 S!*& *+.* *+& *&'%# !2
*'.0& &P&,* (" *+(# ,.#& (# -!#(*(6&5 #(",& 9(*+ ." $",+."4&0 -'!0$,*(!" 9!'; 2!',& . 1.'4&'
"$%)&' !2 0!%&#*(, %.".4&'# %&."# 1!9&' 0!%&#*(, !$*-$* -&' 6.'(&*/ ."0 *+$# . +(4+&'
@F
 !"#$  $! %&!"$'( )* '+$ ,)!-. /&!0$'1
 !"#$% &' (")$*+,&)' ,#-.-
2* -"*$ ,"'+ '+$ -"'$!&'3!$4 ,$ &553/$ '+&'  $!6)!/"*7 & #$!'&"* '&50 i )3'5".$ '+$ #)3*'!( )6
& 8!/95 +$&.:3&!'$! !$:3"!$5 &* &.."'")*&- &/)3*' )6 -&;)! ;( & 6&#')! βt(i)1 <+$ &.."'")*&-
-&;)! !$:3"!$. "5 -&;)! 6!)/ '+$ #)3*'!( ,+$!$ '+$ '&50 "5 -)#&'$.4 *)' ,+$!$ '+$ +$&.:3&!'$!
"5 -)#&'$.1 =&'3!&--(4 ,$ +&%$ βt(i) ≥ 14 &*. ,$ )!.$! '&505 &##)!."*7 ') '+$ $&5$ ,"'+ ,+"#+
'+$( #&* ;$ ."5-)#&'$.4 ,+$*#$ t′(i) > 01 >"'+ '+"5 5 $#"8#&'")*4 '&505 "*.$?$. &' '+$ ;)'')/
$*. )6 '+$ "*'$!%&- [0, 1] &!$ *&'3!&- @8!5' #&*.".&'$5A 6)! #)*#$*'!&'$.  $!6)!/&*#$ "* $"'+$!
'+$ +)/$ )! '+$ 6)!$"7* $#)*)/(1
B$' Q(H) :=
∫
i∈H z(i).i .$*)'$ '+$ B$;$573$ /$&53!$ )6 '&505 #)*#$*'!&'$. "* '+$ +)/$
$#)*)/( &*. &*&-)7)35-( 6)! '&505 #)*#$*'!&'$. "* '+$ 6)!$"7* #)3*'!( F 1 <&505  $!6)!/$.
.)/$5'"#&--( ;( 8!/5 "* ;)'+ #)3*'!"$5 &!$ .$*)'$. ;( B1 <+$ #)*."'")*5 '+&' 7)%$!* '+$5$
'+!$$ 5$'5 ,"-- ;$ .$5#!";$. "* /)!$ .$'&"- ;$-),1 <+"5 &--),5 35 !$,!"'$ '+$ /&!7"*&- #)5' 6)!





















2* '+$5$ $? !$55")*5 T (·) .$*)'$5 '+$ B$;$573$H/$&53!$ )6 '&505 &37/$*'$. ;( '+$ #)5' )6
'!&.$4 53#+ '+&' T (F) := Q(F)+
∫
i∈F β [1− t(i)] z(i).i1 2* ,+&' 6)--),5 ,$ 5+&-- )##&5")*&--(
35$ t(F) := T (F) −Q(F)1 I* I*&-)7)35 $? !$55")* +)-.5 6)! '+$ 5$' )6 +)/$H#)*#$*'!&'$.





















=)'$ '+&' )3! 5#&-"*7 &553/ '")*5 "/ -( Q(H)+Q(F)+Q(B) = 14 ,+"#+ &--),5 35 ') !$,!"'$
DM

































4(  !"," "56%",,'+(,7 8" 3"9("3  !" )$:+% %"-.'%"#"( *+";*'"( , a := (nx)θ7 a∗ := (n∗x∗)θ7
$(3 A := (nx + n∗x∗)θ 8!"%"$,  !" %")$ '<" 6%+3.* '<' = +> 6"%>+%#'(& (+(?*+(*"( %$ "3
 $,@, 8' ! %",6"*  + *+(*"( %$ "3  $,@, $, α := a/A ≤ 1 $(3 α∗ := a∗/A ≤ 1A
B!"  "%#, '(  !" ,-.$%" :%$*@" , $%" ,$<'(&, >$* +%,  !$ %"6%","(  !" *+, $3<$( $&" >%+#
 $,@  %$3"A C+ "  !$ 8' !+.  $,@  %$3" 8" !$<" c = w/a $(3 c∗ = w∗/a∗A D+%"+<"%7 >%+#
 !" .(3"%)='(& $,,.#6 '+(  !$ t′ > 0 8" !$<" 1 + Q(F)/t(F) < wα∗/w∗7 $(3 $( $($)+&+.,
*+(3' '+( !+)3, >+%  $,@, *+(*"( %$ "3 '(  !" !+#" "*+(+#=A B!', *+(3' '+( #"$(,  !$ $
*+.( %=E, $<"%$&" %")$ '<" $3<$( $&" +<"% $ ," +>  $,@, *+(*"( %$ "3  !"%" ', $)8$=, )$%&"%
 !$(  !" %")$ '<" $3<$( $&" $  !" *. +F  $,@A G"(*"  !" :%$*@" "3 ,$<'(&, >$* +%, $%" '(3""3
,#$))"%  !$( 1A B!"= *+%%",6+(3  +  !"  !"#$%&'('&) *+*%& '( H%+,,#$( I J+,,'?G$(,:"%&
/0KKL2A




















θ [Q(F) + t(F)]−Q(H)
]
/0N2
C+ "  !$ 8' !+.  $,@  %$3" 8" !$<" L = nx/a = (nx)1−θ $(3 L∗ = n∗x∗/a∗ = (n∗x∗)1−θA
4 ', %")$ '<")= +:<'+.,  !$  !" :%$*@" "3  "%#, $:+<" %"6%","(  !" ,$<'(&, '( 6%+3.* '+(
)$:+%  !$ 3"%'<" >%+# ,6"*'$)'O'(& '(  $,@  %$3"A B!.,7  !"  "%# (α− 1) Q(H) ≤ 0 %"6%","( ,





θ [Q(H) + t(H)] 3"(+ ",  !" 3+#", '* %",+.%*" .," >+% !+#"E,  $,@ "56+% ,  + >+%"'&(7
%")$ '<"  +  !" $:,+%6 '+( +> 3+#", '* 6%+3.* '+( )$:+% "#:+3'"3 '(  !$ ,$#" #"$,.%" +>
 $,@,H7 '> 6%+3.*"3 3+#", '*$))= $(3 >+% 3+#", '* .," +()=A B!" 9($)  "%#  !"( %"6%","( ,  !"
6%+3.* '+( )$:+%  !$ 8+.)3 :" %"-.'%"3 '( +%3"%  + 6"%>+%# 3+#", '*$))= /$(3 >+% 3+#", '*
.," +()=2  !" #"$,.%" +>  $,@,  !$ $%" '( >$* +F,!+%"3  +  !" >+%"'&( "*+(+#=A B!.,7  !"
1P
 !"#$%&%' &%!() ("*  % +,&%!-!%&%' ") &.% ","/012%) &0 3."& 4!0))(", 5 60))+78",) %!1
9:;;<= .">% #"//%' &.%  !""#$ %&%'( 0? 0@).0!+,1A B? &.+) &%!( +) )("//%! &.", 0,% &.% /" 0!
)2--/* %@%#& +) -0)+&+>%A C.+) #0,'+&+0, #",  % !%3!+&&%, ?0! &.% .0(% %#0,0(* ")




θ [Q(H) + t(H)] 9:D=
",' %E2+>"/%,&/* ?0! &.% ?0!%+1, %#0,0(*A F -0)+&+>% /" 0! )2--/* %@%#& ?0! &.% .0(% %#0,0(*
+) /+$%/* &0 0##2!G +? +& +) !%/"&+>%/* )("// #0(-"!%' &0 &.% ?0!%+1, %#0,0(* ",' +? 0@).0!+,1
#0)&) "!% !%/"&+>%/* /03A H0&% &."& 3.%, &.%!% "!% ,0 &")$) #0,#%,&!"&%' +, &.% .0(% %#0,0(*
&.% !+1.&7.",' )+'% 0? &.% " 0>% %E2"&+0, !%'2#%) &0 I%!0G 3.+#. +(-/+%) " -0)+&+>% )2--/*
%@%#&A B, )%#&+0, JA: 3% )."// '%!+>% #0,'+&+0,) 2,'%! 3.+#. )2#. " 0,%73"* &")$ &!"'% -"&&%!,
%(%!1%) ") " 2,+E2% %E2+/+ !+2( 3+&. ")*((%&!+# !%/"&+>% %,'03(%,&) 0? &.% &30 #02,&!+%)
3+&. (","1%!) ",' -!0'2#&+0, /" 0!A
 !" #$%&'()*+ ,)'- *.%/0 (*0/')1* *&2$,3*&'+
 !"#$!%&'() *(+ +,-'*(" .,/*-'$%0 K.%, #0,)+'%!+,1 &.% /0#"&+0, 0? &")$ -%!?0!(",#%G
" L!( ?"#%) &30 '%#+)+0,)A C.% L!)& +) 3.%&.%! &0 /0#"&% " &")$ +, &.% .0(% 0! &.% ?0!%+1,
%#0,0(*A C.% )%#0,' +) 3.%&.%! &0 0-%!"&% &.% &")$ 0,/* ?0! +&) 03, +,&%!,"/ ,%%' 0! &0
"+( "& -%!?0!(+,1 &.% &")$ 0, " /"!1%! )#"/% &.!021. 02&)02!#+,1 #0,&!"#&) 3+&. 0&.%! L!()A
M2#. 02&)02!#+,1 !%/"&+0,).+-)G +, &2!,G !"+)% &30 +))2%)A N+!)&G )+,#% L!() -!0'2#% '+@%!%,&
>"!+%&+%)G &")$) ("*  % )-%#+L# &0 >"!+%&+%) ",'G &.2)G !%/"&+0,).+-7)-%#+L#A F) %(-.")+I%'
 * F,&!O) 9:;;P= ",' F,&!O) 5 8%/-(", 9:;;J=G &.+) ("* 1%,%!"&% " .0/'72- -!0 /%(G +?
#0(-/%&% ",' %,?0!#%" /% #0,&!"#&) #",,0&  % 3!+&&%,A N0! &.% )"$% 0? )+(-/+#+&*G 3% !2/%
&.+) 02&A C.% )%#0,' +))2% !%/"&%) &0 -!+#+,1A K% "))2(% &."& L!() #0,)+'%! #!%"&+,1 ",'
#"-&2!+,1 Q&")$ ("!$%&)R ?0! " 3.0/% #02,&!*G 0! +,'%%' &.% %,&+!% 30!/'G &.!021. S%!&!",'
-!+#% #0(-%&+&+0,A B, &.+) (0'%/G #"-&2!+,1 " &")$ ("!$%& (%",) 0@%!+,1 &")$ -!+#%) &."&
2,'%!#2& &.% #0)&) 0? Q+, .02)%R -!0>+)+0, 0? &")$) &."& L!() +, " 1+>%, #02,&!* 0! 30!/'3+'%G
!%)-%#&+>%/*G ?"#% +, )0(% !%?%!%,#% #")% 0? &")$ /0#"&+0,)A
 !
 !
 !"# "$%" &'( $!)*#+ ,!#* (!" -#%( "$%" "$# "%*. '* /!0%"#, '( "$# $#%,1)%2"#2 0!)("234 5" -#%(* "$%" %
62- !7#2%"#* "$# "%*. !(/3 8!2 '"* !9( (##,4
TU
 !" #$%&'$()* #$ ' ('%) +,)") '-- ."/% -!('&) ' ()"&'#$ &'%0 i #$ &,) ,!/) )(!$!/1* '$1
!$) ."/ /#2,& (!$%#3)" ' 3)4#'$& %&"'&)21 !5 -!('&#$2 &,#% &'%0 #$ &,) 5!")#2$ )(!$!/1 '$3
!6)"#$2 &! 7)"5!"/ &,#% &'%0 5!" '-- 5!")#2$ ."/% 4#' !8&%!8"(#$2 (!$&"'(&%9 :"!%%/'$ ; <!%%#=
>'$%?)"2 @ABCB?D ('-- &,#%  !"# $%&'#('!) 5"!/ ,!/) (!$()$&"'&#!$9 E5 &,) ."/ ('7&8")% &,)
)$&#") 5!")#2$ /'"0)& 5!" &'%0 i* #& ,'% ' (!%& )F8'- &! w∗/A(n∗x∗)9 G! 3! %!* #& ,'% &!
(,'"2) 5!")#2$ ."/% ' 7"#() H8%& '$ ε ?)-!+ βt(i)w/A (nx + n∗x∗)* +,#(, #% +,'& &,)1 7'1
5!" &,#% &'%0 #$ &,) ")5)")$() ('%) !5 ,!/) (!$()$&"'&#!$9 G,) 3)4#'$& 5!"2!)% 2-!?'- %('-)*
?8& ,'% &,) '34'$&'2) !5 '4!#3#$2 &,) (!%& !5 !6%,!"#$2 +,)$ %)"4#$2 !&,)" 5!")#2$ ."/%9
I) 3).$) I '% &,) 4'-8) !5 i +,#(, /'"0% #$3#6)")$() ?)&+))$ ,!/) (!$()$&"'&#!$ '$3 -!('-
3)4#'&#!$ &!+'"3% ('&)"#$2 5!" *!+%',) -+./9 J (!/7-)&)-1 '$'-!2!8% (!$3#&#!$ 3)&)"/#$)% '$
#$3#6)")$() 4'-8) I∗ 5!" #$3#6)")$() ?)&+))$ 5!")#2$ (!$()$&"'&#!$ '$3 -!('- 3)4#'&#!$ &!+'"3%









J 7'&&)"$ !5 &'%0 -!('&#!$% #% '$ )F8#-#?"#8/ !$-1 #5 %8(, -!('- 3)4#'&#!$ %&"'&)2#)% '")
8$7"!.&'?-)9 NF8#-#?"#8/ &,8% ")F8#")% &,'& &'%0% i > max(I, I∗) ?) -!('&)3 '& &,) ")%7)(&#4)
."/%O ,)'3F8'"&)" -!('&#!$9  #"/% 0$!+ &,'& #& 3!)% $!& 7'1 &! (!$()$&"'&) &,)%) &'%0% #$ '$1
!5 &,) &+! (!8$&"#)%* ,)$() ' 3)4#'$& %&"'&)21 #% "8-)3 !8& ?1 3).$#&#!$9 E$ !&,)" +!"3%* %8(,
&'%0% '") #//8$) '2'#$%& (!$()$&"'&#!$9 P!$4)"%)-1* 5!" &'%0% i < min(I, I∗) )F8#-#?"#8/
#% (!$%#%&)$& +#&, (!$()$&"'&#!$ #$ )#&,)" &,) ,!/) !" &,) 5!")#2$ (!8$&"19 N#&,)" &17) !5
(!$()$&"'&#!$ #% #//8$) &! -!('- 3)4#'&#!$9 G,8%* (!$%#3)"#$2 !$-1 -!('- 3)4#'&#!$ %&"'&)2#)%
#& %))/% &,'& 5!" &,)%) &'%0% &,) )F8#-#?"#8/ 7'&&)"$ !5 &'%0 &"'3) #% $!& 8$#F8)-1 3)&)"/#$)39
E5 I∗ < I* &,)$ (!$()$&"'&#!$ !5 &'%0% i ∈ [I∗, I] #$ &,) ,!/) )(!$!/1 #% #//8$) &! -!('-
3)4#'&#!$* +,#-) 5!")#2$ (!$()$&"'&#!$ #%$O&9 P!$4)"%)-1 5!" &'%0% i ∈ [I, I∗] #5 I < I∗ ."/%
5'() ' (-)'" #$()$&#4) &! -!('&) %8(, &'%0% #$ &,) 5!")#2$ )(!$!/19
 !
>!+)4)"* ."/% /'1 '-%! (!$%#3)" 3)4#'&#!$ %&"'&)2#)% !$ ' -'"2)" %('-)* %8(, &,'& &,)
 !
 ! "# "$$%&%'()! *+%!+%$ !+"# &,-(!",) "# -+,#%) (# ( .%'"(!",) #!$(!%/01 "2%21 3).%$ !+% 45(&#%6 7%&"%5 !+(! (&&
,!+%$ 8$9# #!"&& &,-(!% !+%#% !(#:# (! +,9%1 ,$ -+,#%) ") !+% 7%&"%5 !+(! (&& 8$9# (-! (&":%2
CQ
 !"#$%& '() &(#!* &+ $&&($,& &$*-  !)$% .(+) &/!  !"#$ %&$'(0 1(+**)$% 2 3+**#45$%*6!(7
89:;:6< ,$== &/#* )'&*+' ( ,#+"#&!0 >$*- =+,$&#+%* &/$& $(! #))?%! &+ =+,$=  !"#$&#+% #% 6+&/
,+?%&(#!* )$@ *&#== 6! +A!% &+ 7=+6$=  !"#$&#+%0 B+%*# !( $% !C?#=#6(#?) D/!(! $== '()* =+,$&!
&/!#( ,$A$,#&@ +. A!(.+()#%7 &$*- i < min(I∗, I) #% &/! -&. !,+%+)@0 >/! ,+*& +. +6&$#%#%7
&/#* &$*- #* &/!% !C?$= &+ w/A(nx+n∗x∗) .+( /+)! '()* $% βt(i)w/A(nx+n∗x∗) .+( .+(!#7%
'()*0 E+D ,+%*# !( $ ( ,#+!" /$. *!&&#%7 ?A &$*-4i ,$A$,#&@ #% &/! 0&$ #)! !,+%+)@ $% &(@#%7
&+ )$-! $ A(+'& 6@ *!==#%7 &/#* &$*- .+( F?*& $% ε 6!=+D &/!#( (!*A!,&#"! A(+ ?,&#+% ,+*& &+ &/!
&D+ &@A!* +. '()*0 G& /$* A(+ ?,&#+% ,+*&* !C?$= &+ w∗/A(nx + n∗x∗) A=?* +H*/+(#%7 ,+*&* +.
*!("#%7 /+)! '()*0 >+ ,$A&?(! &/! !%&#(! D+(= )$(-!& .+( &$*- iI &/!  !"#$%& D+?= /$"! &+
,/$(7! .+(!#7% '()* $& $ A(#,! βt(i)w/A(nx + n∗x∗)− εI D/#=! ,/$(7#%7 w/A(nx + n∗x∗)− ε
&+ /+)! '()*0
1#"!% &/#* A(#,#%7 *&($&!7@I &/! A(+'& +6&$#%! .(+) *?,/ 7=+6$=  !"#$&#+% .(+) $ ,+%,!%4
&($&#+% +. $%@ &$*- i < min(I∗, I) #% &/! /+)! !,+%+)@ !)!(7!* $*
πd(i) :=
w [nx + βt(i)n∗x∗]− w∗ [n∗x∗ + βt(i)nx]
A(nx + n∗x∗)
89J<
>+ A(+,!! I D! %+D  !'%! $ &$*- J &/$& @#!= * $ K!(+ A(+'& .+( &/!  !"#$%& '()I D/#,/ )!$%*
πd(J) = 00 >/#* ,+% #&#+% ,$% 6! D(#&&!% $*





 !"#$#%&#"' ()**+&, -. *)/0 *&)1+2 N?AA+*! &/!(! #* $ *+=?&#+% &+ 89M< D#&/ J ∈ ]0, 1[0
N?AA+*!I )+(!+"!(I &/$& J < min(I, I∗)0 >/!%I &/! (#7/&4/$% *# ! +. 89M< )?*& /$"! !C?$=
*#7%* .+( &/!  !%+)#%$&+( $% &/! %?)!($&+(0 G. #& #* %!7$&#"!I !**!%&#$==@ )!$%#%7 &/$& &/!
/+)! !,+%+)@ #* =$(7!( &/$% &/! .+(!#7% !,+%+)@I &/!% #& )?*& 6! &(?! &/$& πd(i) > 0 .+(
i < J I $% ,+%"!(*!=@ .+( i > J 0 G% &/! +AA+*#&! ,$*! +. $ *)$==!( /+)! !,+%+)@I &/!  !"#$%&O*
A(+'& #* A+*#&#"! .+( i > J $% %!7$&#"! .+( i < J 0
P!& ?* =++- $& &/! '(*& +. &/!*! ,$*!* D/!(! &/! /+)! !,+%+)@ #* (!=$&#"!=@ =$(7!0 Q6"#+?*=@I
.+( &$*-* i > J $% i < min(I, I∗)I )!!&#%7 D+(= 4D# !  !)$% .+( &/! &$*- .(+) ,+%,!%&($&#%7
;M
 !! " # "$%& $' %() (*+) )"*'*+& $, $++-') %* .!*/ ! 0)1$ %$*'2 3() , +) $, '*% %4-) 5*4
% ,6, i < J 2 7-% !)% -,  ,,-+) %( % 84+, " ' 4)!*" %) %()$4 *9' #4*0-"%$*' " # "$%&  % '*
"*,%2 3()':  '&  %%)+#% /& %() 0)1$ '% 9$%(  5*4)$.' #4*0-"%$*' / ,) %* "( 4.) 5*4)$.' 84+,
 #4$")  /*1) %()$4 *9' % ,6 "*,% w∗/A(nx + n∗x∗) 9*-!0 /) 5-%$!): ,$'") %(),) 84+, 9*-!0
%()' /) #4*+#%)0 %* 4)!*" %) %*  5*4)$.' #4*0-"%$*' / ,)2 3() $+#*4% '% #*$'% %* /) 4 $'
+$'0 ()4) $, %( % %(),) 84+, 9*-!0 5-!!& /)')8% 54*+ ,$;)  01 '% .): ,$'") /&  ,,-+#%$*'
%( %  01 '% .) $, )<%)4' ! %* %() 84+2 =*',)>-)'%!&: %() 0)1$ '%?, #*,$%$1) #4*8% 9*-!0 %()'
4)!& *' "( 4.$'. (*+) 84+,  #4$")  /*1) βt(i)w∗/A(nx+n∗x∗)2 7-%  . $': ,-"(  '  %%)+#%
9*-!0 /) 54-,%4 %)0 /& (*+) 84+, ,($5%$'. %()$4 #4*0-"%$*' / ,) 5*4 % ,6 i %* %() ,+ !!)4
5*4)$.' )"*'*+&2 @)'"): .!*/ ! 0)1$ %$*' 54*+ "**40$' %)0 0*+),%$" "*'")'%4 %$*' *5 % ,6,
i < J $' %() )'0 0*), '*% !) 0 %*  '& *-%,*-4"$'.2 ! A( % $% 0*),: $',%) 0: $, %$) 0*9' %()
!*" %$*' *5 % ,6, i < J %* %() ,+ !!)4 *5 %() %9* "*-'%4$),: 9($"( $' *-4  4.-+)'% $, %()
5*4)$.' )"*'*+&:  '0 *5 % ,6, i > J  '0 i < min(I, I∗) $' %() (*+) )"*'*+&2 B% $, 4)! %$1)!&
*/1$*-, %( %  #)45)"%!&  ' !*.*-, 4) ,*'$'. !) 0, %* "*'")'%4 %$*' *5  !! % ,6, i > J  '0
i < min(I, I∗) $' %() 5*4)$.' )"*'*+&: #4*1$0)0 %( % $% $, %() ! 4.)4 *5 %() %9* )"*'*+$),2 B5
$',%) 0 J > min(I, I∗) %()  /*1)  4.-+)'% ,%$!!  ##!$), 5*4 % ,6, i < min(I, I∗) < J : 9($!)
%() !*" %$*' *5 % ,6, $' %() 4 '.) /)%9))' I  '0 I∗ $, #$'')0 0*9' /& %()  4.-+)'% *5 !*" !
0)1$ %$*' *'!&:  '0 5*4 % ,6, i > max(I, I∗) 0)")'%4 !$;)0 !*" %$*' $, %() *'!& )>-$!$/4$-+
*-%"*+):  , 9) ( 1) ,))'  /*1)2
C*!!*9$'. D4*,,+ ' E F*,,$G@ ',/)4. HIJKJ/L: 9)  4) '*9  /!) %* 5-!!& 0),"4$/) %()
# %%)4' *5 % ,6 %4 0) /)%9))' %9* "*-'%4$), %( % 0$M)4 *'!& $' ,$;)2 A) ( 1) 81) 0$M)4)'%
#*,,$/$!$%$), ,)# 4 %)0 /& 9()%()4 I > I∗ *4 I∗ < I  '0 /& 9()%()4 *4 '*% J < min(I, I∗)2 B'
 !! *5 %(),) " ,),: % ,6, 9$%( !*9 *M,(*4$'. "*,%,  4) "*'")'%4 %)0 $' %() !*9G9 .) "*-'%4&:
9($"( $,  !,* %() ,+ !!)4 *5 %() %9* "*-'%4$),2 3 ,6, 9$%( $'%)4+)0$ %) *M,(*4$'. "*,%,  4)
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26#) %-, /!: C!2# -('! 26-2 4&26 - %!,2&,007 !8 2-'9'* #-%6 &,/&<&/0-( 2-'9 $#"8!"7-,%# 4&(( -(4-)' 3# A'7-((B
"#(-2&<# 2! 26# "#'!0"%# 3-'# !8 -,) !,# !8 26# 24! #%!,!7&#': D, - %-'# 4&26 302 24! 2-'9' 4# %!0(/ ,!2 "0(#
!02 26-2 - /#<&-2&!, '2"-2#.) &' ,#.-2#/ 3#%-0'# -, #%!,!7) /!#' ,!2 6-<# #,!0.6 "#'!0"%#'E '## F"!''7-,
G H!''&5@-,'3#". IJKLK-M 8!" - 26!"!0.6 /&'%0''&!, !8 26&' &''0#:
IJ
 !" #"$%&$#' (" $)# *&%+#%  !,"$%-. /"' $&010 &$ $)# ,22#% #"' !3 $)# 0 &*# !3 !40)!%("+  !0$0
&%# 2#%3!%5#' (" & '# #"$%&*(6#' 7&-8 7($) #& ) 9%5 *! &$("+ ($0 $&01  &2& ($- (" ($0 )#&':
;,&%$#%0  !,"$%-. <!7#=#%8 "!$# $)&$ #& ) !3 $)#0# 0#$0 !3 $&010 5(+)$ ># #52$-. ?%!005&" @
A!00(:<&"0>#%+ BCDED>F 0)!7 $)&$ (" 0, ) &" #;,(*(>%(,5 7&+#0 &"' &++%#+&$# !,$2,$ &*7&-0
+! )&"' (" )&"'. G" !$)#% 7!%'08 $)# )(+):7&+#  !,"$%- 7(** &*7&-0 )&=# & )(+)#% &++%#+&$#
!,$2,$ $)&" $)# *!7:7&+#  !,"$%-. G"$,($(=#*-8 3!% 5!0$ 2&%&5#$#% =&*,#08 $)#  !,"$%- $)&$
(0 #"'!7#' 7($) & )(+)#% &5!,"$ !3 >!$) 3& $!%0 !3 2%!', $(!" 7(** !>$&(" & )(+)#% &++%#+&$#
!,$2,$. <!7#=#%8 7($) *!7 !40)!%("+  !0$0 &"' $)# $7!  !,"$%(#0 >#("+ 0,H (#"$*- #;,&*8
$)%## #;,(*(>%(& &%# 2!00(>*#I J)# 0# !"' #;,(*(>%(,5 )&0 $)# 05&**#%  !,"$%- & )(#=("+ &
 !" #$ &++%#+&$# !,$2,$ &"' $)#%#3!%# &  !" #$ 7&+# 3!% 2%!', $(!" 7!%1#%0. G" $)# $)(%'
#;,(*(>%(,5 >!$)  !,"$%(#0 )&=# &" #;,&* &++%#+&$# !,$2,$ &0 7#** &0 #;,&* 7&+#08 &"' $)#
2&$$#%" !3 $&01 $%&'#  &""!$ ># '#$#%5("#'.
 !" #$%& '($)* +,'- ),.*(*/' */)0+1*/' 2(020(',0/%
?%!005&" @ A!00(:<&"0>#%+ BCDEDF 3! ,0 !"  !,"$%- 0(6# #4# $08 &00,5("+ %&''#($& ("
$#)*(!+# #"'!75#"$0. /" (52!%$&"$ 2,%2!0# !3 $)(0 2&2#% (0 $! #K2*!%# *%&''#($& (" $#)*(!+#
#"'!75#"$0 7($) 2%!', $(!" &"' 5&"&+#%(&* *&>!%. L# &" )!% !,%  !52&%(0!"0 (" $7! 7&-0.
M(%0$8 7($)!,$ *!00 !3 +#"#%&*($- 7# &00,5# L/M = 1 &0 7#** &0 M∗ = 18 0! $)&$ &0-55#$%-
(0 '%(=#" >- & =&%(&$(!" (" L∗. N>=(!,0*-8 0, ) & =&%(&$(!" &*0! (52*(#0 & =&%(&$(!" (" 0(6#.
G" !%'#% $! 0)&%2#" !,% 3! ,0 !" %#*&$(=# #"'!75#"$ '(4#%#" #08 7# $)#%#3!%# *#$ L &"' M
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*%% /0! >*& +: /$ Ĩ∗(1, β̃0)< '$(!13# )1(/+*% :($ +2/1$# %*;$( ,+::%& !?2!! ,  !9*# '($9
/0! '$(!13# 2$+#/(&F, $># 0!* C+*(/!(, 5$( 9*#*3!(,8 */ /0! >*3! w = w∗- H*;$( 9*(B!/
 !
 ! "# "$%&##"'() !& *)+",) - .(&#)* /&+$ #&(0!"&1 /&+ !2) )30"("'+"0$ .0!4&5 ,-(0) I∗6 '0! 1&+ "# "! 1).)##-+7
!& *& #& /&+ - %+&&/ &/ !2) -'&,) %+&%&#"!"&18
 "







 ! "# "$%&##"'() !& *)+",) - .(&#)* /&+$ #&(0!"&1 /&+ !2) )30"("'+"0$ .0!4&5 ,-(0) I∗6 '0! 1&+ "# "! 1).)##-+7
!& *& #& /&+ - %+&&/ &/ !2) -'&,) %+&%&#"!"&18
I7
 !"#$#%&#"' #( %)*+ ,)"(*&# - *+ & .)& & !"#& - $)/ & & $0*#1 .)& #2( /02 &0* *) #(3", 
')& )4-+)&#(2 0(3 *+ & %5 & 3", *+ 1#&*"0$ $0%)& -"66$57 8- / +01 3 ')(-*&0* 3 0%)1 9
/#*+ *+#- /02 #( !"0$#*5 0(3 /#*+ nx = n∗x∗ () 3)' -*#, *0-: ,)(, (*&0*#)( /)"$3  1 & % 
#''"( 020#(-* 2$)%0$ 3 1#0*#)(9 + (, *+ 60** &( ). *0-: *&03 #- "(#!" 9 0(3 #* #- )( ;/057
<+#- ,)'6$ * - 60&* =0> ). *+ 6&)6)-#*#)(7
? @*9 ,)(-#3 & 60&* =%> /+ & L∗/L = Λ7 A( *+#- %)&3 &$#( ,0- 9 *+ *0-: *&03 60** &( #-
-*#$$ "(#!" 9 0$*+)"2+ /#*+ /02  !"0$#B0*#)(9 w∗ = w7 <+ & #- )($5 )(  !"#$#%&#"' 60** &(
). *0-: *&03 #(1)$1#(2 )( ;/05 )4-+)&#(2 0(3 ,)(, (*&0*#)( #( *+ .)& #2( ,)"(*&5 ). 0$$ *0-:-
i ∈ [0, I∗(1, β)]7 <+#- & 3", - 1#&*"0$ .)& #2( $0%)& *) 0(  @* (* *+0* -"66)&*- 0(  !"#$#%&#"'
/#*+  !"0$ /02 -7
C#(0$$59 #( 0 ,0- /+ & M∗/M < L∗/L < Λ *+ &  @#-*- ')& *+0( )( )4-+)&#(2 60** &(




'05 % -6$#* #(*) -"%#(* &10$- /+ & *+ .)& #2( 0(3 *+ +)'  ,)()'59 & -6 ,;
*#1 $59 +)-* ,)(, (*&0*#)( ). *0-: 6 &.)&'0(, 7 A( *+#- - (- 9 *+ 60** &( ). *0-: ,)(, (*&0*#)(
#- #(3 * &'#(0* 7
 !
?)*#, *+0* )(, /02  !"0$#B0*#)( #- 0,+# 1 3 ()( ). *+ ,)"(*&# - +0-
0 .0,*)& ,)-* 0310(*02 .)& *0-: 6 &.)&'0(, 9 /+ (, I = I∗7 <+#- ,)'6$ * - *+ 6&)). ). *+ 
6&)6)-#*#)(7
<+ )($5 & '0#(#(2 ,0- *+0* / +01 ()* ,)(-#3 & 3 "6 *) *+#- 6)#(* #- *+ $#'#*#(2
,0- /+ &  (3)/' (* 6&)6)&*#)(- 0&  !"0$7 <+#- %&#(2- "- %0,: *) E&)--'0( F G)--#;
H0(-% &2 =IJKJ> /+) 0--"' ,)"(*&# - ).  !"0$  (3)/' (* 6&)6)&*#)(- %"* 10&5#(2 -#B 7
<+ 5 -+)/ *+0* *+ & #- 0 $)/ & &0(2 ). -#B 3#4 & (, - /+ & *+ & #- 0(  !"#$#%&#"' /#*+
/02  !"0$#B0*#)(7 L"* *+#-  !"#$#%&#"' #- "(-*0%$ 9 -"&&)"(3 3 %5 */) -*0%$  !"#$#%&#0 /#*+
0 "(#!" ,)(, (*&0*#)( ). -)' *0-:- #( )( ). *+ */) ,)"(*&# -7 <+#- +)$3- ()* *&" .)&
)"& $#'#*#(2 ,0- /+ & *+ 3#4 & (, #(  (3)/' (* 6&)6)&*#)(- 10(#-+ -7 <+ & 0-)( #- *+0*
*+ -*0%$  !"#$#%&#0 #( E&)--'0( F G)--#;H0(-% &2 =IJKJ> #(1)$1 3#4 & (* 022& 20* )"*6"*
$ 1 $- #( *+ */) ,)"(*&# -7 <+ ,)"(*&5 /#*+ 0 +#2+ & /02 +0- 0 +#2+ & 022& 20* )"*6"*
 !
 !"# "$%&'&()"$*+, -&*(# * +./#& (&#&)-.*$+& '/ '!& 0&..12$/0$ 34&.5"$ "$%&'&()"$*+,6 0!"+! *("#&# "$
7*+'/( 8("+& &9:*.";*'"/$ &9:"."-("* 7/( <&+2#+!&(1=!."$ )/%&.# 0!&(& '!& $:)-&( /7 >//%# &?+&&%# '!& $:)-&(
/7 7*+'/(#@
IM
 !" #$%& #&'( ) *$!%& +& ,!-. %,!%&!/' /& ,! &01$-$2'$ +$/3  ! $"&!/$% -  44'&4 /& ,1/51/ $!
/3& /+, %,1!/'$&(6 ,1' ($!4-& &01$-$2'$17 +$/3 &01 -$8&" + 4&( 71(/ 2& (/ 2-&)
 !" #$%& '()* (+*$(,-./ '( &( 0%.%/),-%1 -.2(0)*3
9',7 /3& &01$-$2'$17 %,!"$/$,! ,: /3& 7 ! 4&'$ - ( - '. s = cx/f(σ − 1) +& % ! "&'$#& /,/ -














?,/& /3 / 5',"1%/$,!  !" ,@(3,'$!4 #,-17&(  '&  -- "&/&'7$!&" &!",4&!,1(-.) A,+&#&'6 /3$(
&B5'&(($,! (/$-- .$&-"( $!/&'&(/$!4 $!($43/( $!/, /3& "$(/'$21/$,! - 7&%3 !$(7( 2&/+&&! /3& /+,
/.5&( ,: - 2,') C,75 '&" /, /3& !,D,@(3,'$!4 % (& $! &01 /$,! ;E>6 3,7& 7 ! 4&'( F!" /3&$'
$!%,7& $!%'& (&"6 $: /3&'& $(  (12(/ !/$ - !172&' ,: ",7&(/$% / (G( ,@(3,'&" /, /3& :,'&$4!
&%,!,7.6 +3&'& ( /3&$' $!%,7& $( '&"1%&" 2. ,@(3,'$!4 ,: :,'&$4! / (G( /, /3& 3,7& &%,!,7.)
H3$( $( #&'. $!/1$/$#& ($!%& %,!%&!/' /$,! ,: 5',"1%/$,! $!  %,1!/'. 7& !( /3 / :&+&' ",7&(/$%
+,'G&'( 5&':,'7 7 !1: %/1'$!4 / (G( :,' ",7&(/$% 7 ! 4&'(  !" ,1/51/ 5&' 7 ! 4&' "&%-$!&()
C,72$!$!4 &01 /$,! ;<=> +$/3  %,''&(5,!"$!4 &01 /$,! :,' s∗M∗6 +& ,2/ $!
sM + s∗M∗ =
1
σ − 1
(wL + w∗L∗) . ;<I>
J/ (3,1-" 2& !,/$%&" /3 / /3&  2,#& &01 /$,!( ", !,/ '&-. ,! &01 - %,1!/'. ($8&K /3&.  --,+ :,'
 '2$/' '.  (.77&/'$&( $! 2,/3 ($8&  !" &!",+7&!/ 5',5,'/$,!() L& (177 '$8& /3&(& '&(1-/(
$! /3& :,--,+$!4 5',5,($/$,!)
 !"#"$%&%"' ( ;M@(3,'$!4  !" $!%,7& "$(/'$21/$,!>)  ! "# $%&'()*+,  )+ ,&-$*+'(./  ,/01
0+()*$ *' (2+*) )+. (*3+ +'4%50+'(,6 .+ 4*'7 (%  ' +8&*.*9)*&0 5*(2 %'+15 / ( ,: () 4+  '4
;+),*,(*'7 5 7+ 7 ;, #%) ;)%4&$(*%' . 9%)6 (2+' 0 ' 7+), *' (2+ $%&'()/ (2 ( 2%,(, ( ,:, ;+)1
#%)0+4  .,% #%) (2+ %(2+) +$%'%0/  )+ .+,, 5+.. %<6 )+. (*3+ (% ;)%4&$(*%' 5%):+),6 (2 ' *'  '
+8&*.*9)*&0 5*(2%&( ( ,: () 4+= >2+ %;;%,*(+ *, ()&+ #%) (2+ %(2+) $%&'()/= 9! "' (2+ ;)+,+'$+
%# %<,2%)*'76 (2+ 4*,()*9&(*%' 9+(5++' 0 ' 7+),  '4 5%):+), *' (2+  77)+7 (+ %# (2+ (5% $%&'1
()*+, *, (2+ , 0+  , (2+ %'+ (2 ( *, %9( *'+4 #%) + $2 $%&'()/ *'4*3*4& ../ *'  ' +8&*.*9)*&0
N=
 !"#" $%&!$#'() '& #*+", $*-.
 !"# $!% &' #()* +"&+&*)#)&, '&--&.* '"&/ 012!#)&, $34% !,5 ! 6&""0*+&,5),7 012!#)&, '&" s∗M∗8
.(0"09: &,0;.!: #"!50 &' #(0 #:+0 5)*62**05 !9&<08 )=0=8 .)#( #!*> 6&,60,#"!#)&, ), #(0 '&"0)7,
06&,&/:8 )/+-)0* T (H) = 0= ?(0 7-&9!- ),<!")!,60 "0*2-# ), +!"# $9% '&--&.* 5)"06#-: '"&/
012!#)&, $3@%=
 !"#$%&'"() *+,$%',
?(0"0 !"0 #.& "0!*&,* '&" 2*),7 *)/2-!#)&, /0#(&5* ), #()* 6&,#0A#= B)"*#8 !* +&),#05 &2#
9: C"&**/!, D E&**);F!,*90"7 $GHIH9%8 #(0 012)-)9")2/ 50+0,5* &, ),#07"!-* &<0" #(0 *0#
&' #!*>* 6&,60,#"!#05 ), 0!6( 06&,&/: &" +0"'&"/05 ), 9&#( 6&2,#")0*8 .(0"09: #(0*0 *0#*
#(0/*0-<0* !"0 '2,6#)&,* &' #(0 +!"!/0#0"* ), 120*#)&,= B2"#(0"/&"08 #(0 0A#0",!- ,!#2"0 &'
#(0 06&,&/)0* &' *6!-0 /)7(# 7)<0 ")*0 #& /2-#)+-0 012)-)9")!8 .()6( '2"#(0" "05260* #(0 *6&+0
'&" !,!-:#)6!- #"!6#!9)-)#:= J, !55)#)&,!- 90,0K# &' #(0 ,2/0")6!- *)/2-!#)&, )* #(!# )# !--&.*
2* #& )50,#)': -)>0-: &"50"* &' /!7,)#250 !,5 #& ()7(-)7(# ,&,;/&,&#&,)6 &2#6&/0* "07!"5),7
#(0 &L*(&"),7 +!##0", !,5 .!70 +!:/0,#*= M/+&"#!,#-:8 ,2/0")6!- /0#(&5* !--&. 2* #& -&&>
!# 6!*0* .(0"0 6&2,#")0* 5)L0" 9&#(8 ), *)N0 !,5 "0-!#)<0 0,5&./0,#*= O0 6(&&*0 +!"!/0#0"
<!-20* *& !* #& 0,*2"0 6&/+!"!9)-)#: .)#( C"&**/!, D E&**);F!,*90"7 $GHIH9%= ?(2*8 #(0
&L*(&"),7 6&*# *6(052-0 )* !**2/05 #& 90 -),0!"8 .)#( t(i) = i + 18 !,5 #(0 0A#0",!- *6!-0
06&,&/: )* !**2/05 #& #!>0 #(0 '&"/ [X(i)]θ8 .)#( θ = 0.8= P&"0&<0"8 .0 !**2/0 f = 1 !,5
σ = 2= C"&**/!, D E&**);F!,*90"7 $GHIH9% 50/&,*#"!#0 #(!# #(0 6(&)60 &' σ = 2 )/+-)0* #(!#
#(0 *://0#")6 6!*0 ),<&-<0* &L*(&"),7 ), 9&#( 5)"06#)&,* .(0,0<0" #(0"0 )* &L*(&"),7 !# !--=
J* .0 *(&. ), *06#)&, 3 #()* 6(&)60 (!* #(0 !55)#)&,!- !5<!,#!70 &' :)0-5),7 012!- "0/2,0"!#)&,
'&" /!,!70"* !,5 .&">0"* ), #(0 *://0#")6 6!*0 .(0,0<0" #(0"0 )* ,& &L*(&"),7=
O0 !,!-:N0 ),012!-)#: ), #.& 5)/0,*)&,*Q M,012!-)#: /"- ""( 6&2,#")0*8 /0!*2"05 9: ),;
6&/0 +0" 6!+)#!R !,5 ),012!-)#:  '-!'( 6&2,#")0* /0!*2"05 9: #(0 /!,!70")!- .!70 +"0/)2/=
B&" 0!6( &' #(0*0 5)/0,*)&,* .0 5)L0"0,#)!#0 90#.00, #.& 6!*0*Q B)"*#8 .0 -&&> !# #(0 &012
1"-#'3 34&" .(0"0 "0-!#)<0 0,5&./0,#* !"0 #(0 *!/0 ), 9&#( 6&2,#")0*= O0 '&--&. C"&**/!,
D E&**);F!,*90"7 $GHIH9% ), !**2/),7 M/L = M∗/L∗ = 18 .)#( ! .&"-5 0,5&./0,# 012!-
G@
 ! M + M∗ = 2 "#$ L + L∗ = 2% "#$ &# '!!(&#) " *"+,+ -.,/,  ., .!0, ,*!#!01 &+ '"/),/%
&2,2% M = L > M∗ = L∗2 3.&+ *"+, *!//,+4!#$+  !  ., "#"'1+&+ !5 67 !8+.!/&#) 9&+:":9&+
! .,/ $,9,'!4,$ *!;# /&,+2 7,*!#$'1% -, "#"'1<, "# "+100, /&* *"+,% -.,/, -, "++;0,  .,
.!0, ,*!#!01  ! =, "=;#$"# '1 ,#$!-,$ -& . 0"#"),/+% 0,"#&#) M/L > M∗/L∗ -& .
M = L% M∗ /,0"&#&#) *!#+ "# % "#$ L∗ &#*/,"+&#)  ! &#*/,"+, "+100, /1% -.&*. *!//,+4!#$+
 ! 67 !8+.!/&#)  ! $,9,'!4&#) *!;# /&,+2 >+ $&+*;++,$ " ',#) . &#  ., 4/,*,$&#) +,* &!#%
-, +."/4,# !;/ 5!*;+ !#  !"#$%&! !'()*+!'$ #,-++!$ - =1 +.;  &#) $!-#  ., *!;# /1 +&<,
*."##,'  ./!;).  ., "++;04 &!# nx = n∗x∗2
 !" #$%&&'(%)*+$, -*./)012+,
?,0,0=,/  ." -, 0,"+;/, &#,@;"'& 1 =, -,,#  .,  -! *!;# /&,+ =1  ., /" &! !5 &#*!0,+ 4,/
.,"$% "+ $,A#,$ &# BCDE2 ?,0,0=,/ "'+!  ." -, ."9, *.!+,# !;/ #;0F/"&/, +;*.  ." w∗ = 12





J, A/+  ;/#  !  ., +100, /&* *"+,% *!//,+4!#$&#)  ! !8+.!/&#) =, -,,# $,9,'!4,$ *!;# /&,+2
K&);/, H $,4&* + &# ,/#" &!#"' &#,@;"'& 1 5!/ 9"/1&#) $,)/,,+ !5 +&<, "$9"# "), "+ -,'' "+ 9"/1&#)
"0!;# + !5 !8+.!/&#)2 L!!(&#) " "' ,/#" &9, !8+.!/&#) 9!';0,+ +,,0+ #" ;/"'% )&9,#  .,
5!*;+ !5  ., 4!'&*1 $,=" ,2 M! ,  ." $&8,/,# 9!';0,+ !5 !8+.!/&#) &04'&*& '1 /,N,* $&8,/,# 
9"';,+ !5 β% -.&*. 0,"+;/,+  ., *!+ '&#,++ !5  /"$, &#  "+(+2
3., A);/, *',"/'1 &#$&*" ,+  ."  ., ,*!#!0&,+ !5 +*"', -!/(  !  ., =,#,A !5  ., '"/),
*!;# /12 3.&+ ,8,* &+ '"/),+ 5!/ 0,$&;0 ',9,'+ !5 !8+.!/&#)% 0,"#&#)  ."  ., +0"'',/
B4!!/,/E *!;# /1 +;8,/+ 5/!0 &#& &"' + ,4+ !5 &# ,)/" &!#% =; )"&#+ 5/!0 "$$& &!#"' !8+.!/&#)
!#*, &# ,)/" &!# ."+ *!0, 5"/ ,#!;).2 3., &# ;& &!# 5!/  .&+ #!#:0!#! !#&*& 1 &+ "+ 5!''!-+2
K!/ '!- ',9,'+ !5 !8+.!/&#)%  ., .!0, *!;# /1 =,#,A + 0!/, 5/!0  ., A/+  "+(+ 0!9,$  !  .,
! .,/ *!;# /1% +&#*,  "+(+ -& . '!-  "+(:+4,*&A* !8+.!/&#) *!+ + t(i) "/, *!#*,# /" ,$ &#  .,
+0"'' *!;# /1% -.&',  "+(+ -& . .&).,/ !8+.!/&#) *!+ + "/, *!#*,# /" ,$ &#  ., '"/), *!;# /12
O!/,!9,/%  ., #;0=,/ !5  "+(+ *!#*,# /" ,$ &#  ., '"/), *!;# /1 &+ .&).,/2 G,#*,%  ., '"/),
*!;# /1 ."+  ! +4,#$ ',++ !#  /"#+4!/ *!+ + "#$ 4/!$;* &!#:'"=!/ &+ 0!/, 4/!$;* &9,  .,/,
PI
 !"#$% &'  !""#$%&' ()*#+ (%,**-',./$%! &/#0.)1&$!
2/3#4#/3#/$ 5)%&)61#*+ M = L = 2−M∗ = 2− L∗ )/3 V OL = H+ F
σ = 27 θ = 0.87 f = 1
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2/3$4$/3$/% 5*&'*61$!+ L∗ */3 V OL = F
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4.5#6#.5#.$ 7)%&)83#*+ M = L = 2−M∗ = 2− L∗ ).5 V OL = H+ F
σ = 29 θ = 0.89 f = 1
 ! "#$% &'(')$* +(,-./ 01+21 +3 '( +(2*$'3+() !-(2.+ (  ! .1$  ! "# 4 5-&$  !  631 *+()7
8* %-2.+ ( 0 *9$*3 :$($". '3 0$55/ :-.  (5; !* & .1$ +(2*$'3$% ,* %-2.+4+.; +( .'393 2 (2$(<
.*'.$% $!%&' ()"##*/ 01+21 +&,5+$3 '( +(2*$'3$ +( .1$ &'(')$*+'5 0')$ ,*$&+-&7 =5$'*5;/ +! .1$
1 &$ 2 -(.*; +3 5'*)$*/ ' 5'*)$* 31'*$  ! . .'5  631 *+() +3 2 (2$(.*'.$% .1$*$ 3 .1'. 0 *9$*3
:$($". '5& 3. '3 &-21 '3 &'(')$*3/ '(% .1$ +(2*$'3$ +( .1$ &'(')$*+'5 0')$ ,*$&+-& +3
5$33 ,* ( -(2$%7 >1+3 +&,5+$3 .1'./ 9$$,+() '))*$)'.$  631 *+() 2 (3.'(./ ' & *$ %+3,'*'.$
$(% 0&$(.  ! 5': * :$.0$$( .1$ .0 2 -(.*+$3 *$%-2$3 .1$ &'(')$*+'5 ,*$&+-& +( .1$ 5'*)$
2 -(.*;7 ?(.-+.+4$5;/ .1+3 $6$2. +3 ($)5+)+:5$ ! * 4$*; 3&'55 4 5-&$3  !  631 *+()7 = &,5$.$
3,$2+'5+@'.+ ( $(.'+53 .1$ 1+)1$3. &'(')$*+'5 0')$ ,*$&+-&  (5; ! * &$%+-& 4'5-$3  ! *$5'.+4$
2 -(.*; 3+@$/ '. ': -. M = L = 1.157 A * & *$ -($B-'5 $(% 0&$(.3/ .1$ &'#+&-& &'(')$*
,*$&+-&  22-*3 0+.1 '(  631 *+() 4 5-&$  ! ': -. C7DE/ 01+5$ ! * & *$ $B-'5 $(% 0&$(.3
+. %$,$(%3 1$'4+5;  ( .1$ $#'2. 5$4$5  ! 2 -(.*; 3+@$7 F3 ': 4$/ +( ")-*$ E .1$ ,'*'&$.$*
2 &:+('.+ (3 ! * 01+21 ' 3$2 (% $B-+5+:*+-& 0+.1 1+)1$* 0')$3 +( .1$ 3&'55 2 -(.*; &+)1.
 22-* +3 3$,'*'.$%/ . .1$ ( *.1<$'3./ :; ' 01+.$ 5+($7
?( .1$ '3;&&$.*+2 2'3$ 0$ 2'( +%$(.+!; ' 4$*; 3+&,5$ ,'..$*(  ! .1$ +(2 &$ %+3.*+:-.+ (
+( .1$ &'(')$*<':-(%'(. 2 -(.*;7 F *+3+() 5$4$5  !  631 *+() %*+4$3 -, .1$ &'(')$*+'5 0')$
GH
 !"#$% &'  !"##$%&'( )*!$+ ,'%-'./(01.%&" '.$21*3'%"
4.5$6$.5$.% 7*&'*83$!+ L∗ *.5 V OL = F
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